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Введение
Задачи, содержащие параметры предлагаются на едином государственном экзамене и на вступительных экзаменах в вузы. Кроме того, задачи с параметрами играют важную роль в формировании логического мышления и математической культуры школьников. Но в школьных учебниках они встречаются крайне редко, и практически полностью отсутствуют обоснованные методы и способы их решения. С этой проблемой я столкнулась при подготовке к экзамену в новой форме в 9 классе. Стала изучать дополнительную литературу, и выяснила, что  решать уравнения с параметрами можно разными методами: аналитическим, функциональным и графическим. 

В этой работе остановимся на рассмотрении графического метода, т.е. геометрической интерпретации задачи.
Проблема данной работы заключается в исследовании целесообразности и возможности применения графического метода для решения уравнений, содержащих параметры.

Темой исследования является решение уравнений с параметром графическим способом. 

Объектом исследования являются уравнения, содержащие параметры.

Предметом же данного исследования является графический метод решения данных уравнений.

Знакомство с параметром

Если в уравнении некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами, то они называются параметрами, а уравнение параметрическим. Дадим краткую геометрическую интерпретацию параметру на примере линейной функции.
1). Рассмотрим линейную функцию 
[image: image1.wmf]ykxb
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, где k – произвольное число (параметр), принимающее различные значения, b – фиксированное число (рис. 1). Тогда в зависимости от k (углового коэффициента) прямая будет вращаться вокруг точки с координатами 
[image: image2.wmf](
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2). Рассмотрим линейную функцию 
[image: image3.wmf]ykxb
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, где b – произвольное число (параметр), принимающее различные значения, k – фиксированное число (рис. 2). Тогда в зависимости от b (свободного коэффициента) прямая будет перемещаться параллельным переносом вдоль оси y.
Таким образом, параметр – это неизвестная, при некоторых значениях которой необходимо рассматривать и решать частные уравнения. Эти значения называются особыми. Решить уравнение с параметрами – значит указать, при каких значениях параметров существуют решения и каковы они.

Существуют различные типы уравнений, содержащих параметры:

I тип.    Уравнения, которые необходимо решить для всех возможных значений параметра.

II тип. Уравнения, для которых необходимо определить количество решений в зависимости от значения параметра.

III тип. Уравнения, для которых требуется найти все те значения параметра, при которых указанное уравнение имеет заданное число решений (в частности, не имеют или имеют бесконечное множество решений).

Последние два типа задач отличает то, что при их решении не требуется получить явное решение, а нужно лишь найти те значения параметра, при которых это решение удовлетворяет тем или иным условиям. Примерами таких условий могут служить следующие:

· существуют решения;

· не существуют решения;

· существует единственное решение;

· существует положительное решение:

· существует ровно k решений;

· существует решение, принадлежащее указанному промежутку; и др.
Именно в этих случаях оказывается очень полезным графический способ решения уравнений с параметрами.

Алгоритм решения уравнения с параметром графическим способом.

1. Находим область допустимых значений уравнения.
2. Выражаем параметр, как функцию от переменной 
[image: image4.wmf]af(x)
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3. Производим замену 
[image: image5.wmf]ay
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4. В прямоугольной системе координат хОу строим график функции 
[image: image6.wmf]yf(x)
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 для тех значений х, которые входят в область допустимых значений данного уравнения.
5. Рассматриваем семейство прямых 
[image: image7.wmf]ya
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6. Находим точки пересечения прямой 
[image: image8.wmf]ya
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 с графиком функции 
[image: image9.wmf]yf(x)
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. Если прямая 
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 пересекает график 
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, то определяем абсциссы точек пересечения, решая уравнение 
[image: image12.wmf]af(x)
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 относительно х. При необходимости находим ординаты этих точек.
7. Отвечаем на поставленный вопрос задания.

Применение графического метода для решения уравнений с параметрами

Пример 1.  При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image13.wmf]a
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 имеет решения на отрезке 
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Решение.   1). ОДЗ: 
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2). Выражаем параметр 
[image: image16.wmf]106

х

a

х

--

=

.    
3). Делаем замену 
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4). Строим график функции  
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5). Если 
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На рисунке 3 видим, что при 
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 прямые 
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Ответ:  
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Пример 2.  Найдите число решений уравнения 
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 в зависимости от параметра а.

Решение.  1). ОДЗ: 
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2). Делаем замену 
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3). Построим график функции 
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Выделим полный квадрат 
[image: image32.wmf](
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Уравнение 
[image: image33.wmf]2
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 имеет столько решений, сколько раз прямая 
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 пересекает график функции 
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На рисунке 4 видно:

1) если 
[image: image36.wmf]a0
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, то графики не имеют общих точек, т.е. нет решения;

2) если 
[image: image37.wmf]a0
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, то графики имеют две общие точки, т.е. два решения;

3) если 
[image: image38.wmf]0a4
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, то графики пересекаются в четырех точках, что дает четыре решения;

4) если 
[image: image39.wmf]a4
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, то графики имеют три общие точки, т.е. три решения;

5) если 
[image: image40.wmf]a4

>

, то графики имеют две общие точки, т.е. два решения.
Ответ.   при 
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<

 нет решений;     при 
[image: image42.wmf]a0

=

 и 
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 два решения; 

при 
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 четыре решения;      при 
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 три решения.

Пример 3. При каких значениях параметра а уравнение 
[image: image46.wmf](
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 имеет три действительных корня?

Решение.   1). ОДЗ: 
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2). Выражаем параметр 
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3). Делаем замену 
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4). Строим график функции 
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Преобразуем функцию к виду:            
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Из рисунка 5 видно, что система имеет три решения, если 
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 – ордината вершины параболы, значение которой нетрудно определить.
Ответ: 
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Пример 4. При каких значениях параметра 
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 уравнение 
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 имеет единственное решение?

Решение. 1). ОДЗ: 
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2). Выражаем параметр 
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3). Делаем замену 
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4). Построим график функции 
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Из рисунка 6 видим, что уравнение имеет одно решение при 
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Ответ: 
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Пример 5. При каких значениях параметра а уравнения 
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 имеют хотя бы один общий действительный корень?

Решение. 1). ОДЗ: 
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2). Выражаем параметр в обоих уравнениях  
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x2

a

3x

--

=

  и   
[image: image70.wmf]2

x3x

a

2

--

=

. 

3). Делаем замену 
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4). Построим графики функций  
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Находим координаты искомых точек:  
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Ответ: 
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В примере 5 при ответе на вопрос пришлось выполнять построение довольно сложных графиков, производить при этом громоздкие выкладки, т.е. графический метод решения не всегда позволяет ответить на вопрос задачи, в частности, найти конкретные значения параметра по графику.

Пример 6. При каких значениях параметра а система уравнений  
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 имеет два различных решения?
Решение. 1). ОДЗ: 
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2). Построим графики: 
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Из рисунка 8 видим, что система будет иметь два решения, если данные прямые касаются окружности в точках с координатами 
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Ответ:  
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Пример 7.  При каких значениях параметра а система уравнений 
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Решение.  1). ОДЗ: 
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2). Построим графики функций 
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Ответ: 
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Пример 8.  Найти все значения параметра а, при которых система уравнений 
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  имеет решения.

Решение.  1). ОДЗ: 
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2). Построим графики функций 
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[image: image115.wmf](
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 – объединение двух прямых.

Из рисунка 10 видим, что если вершины полупарабол находятся правее точки 
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 и левее точки касания одной из парабол с прямой 
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Решив уравнение 
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Таким образом, исходная система не имеет решений, если 
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Ответ:  
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Заключение
Графический метод решения уравнений, содержащих параметры, достаточно прост в овладении и применении. Его следует использовать при решении задач, где требуется указать количество решений при том или ином значении параметра; уравнений с модулем и уравнений, для которых требуется найти все значения параметра при заданных условиях. Графический способ решения уравнений с параметрами не занимает много времени, но при этом нагляден и понятен. 
Рассмотренный выше способ решения уравнений с параметром нельзя однозначно назвать простым, поэтому прежде чем использовать графический метод, необходимо четко понимать алгоритм действий, суть задания и поставленный вопрос. 

В этой работе для построения графиков использовалась программа графопостроитель, что, безусловно, облегчило задачу построения графиков. Но на любом экзамене такая возможность отсутствует. Поэтому для решения уравнений с параметром графическим способом необходимо обладать умениями выполнять преобразования графиков, вести графические исследования и задействовать весь набор знаний, связанных с исследованием функции: применение производной к определению точек экстремума, нахождение предела функции, асимптот и т. д. Также при использовании графического метода в решении уравнений с параметрами велика вероятность допущения ошибки. И часто для подтверждения правильности выбранного ответа необходимо проводить дополнительную проверку, уже аналитическим методом, на что уходит достаточно много времени.

Таким образом, задачи с параметром представляют собой и для учащихся, и для абитуриентов наибольшую сложность, как в логическом, так и в техническом плане; и поэтому умение их решать во многом предопределяет успешную сдачу выпускных и вступительных экзаменов. Для повышения уровня знаний по данной теме, была составлена обучающая презентация, которая сможет помочь в освоении графического метода решений уравнений с параметрами. Владение таким методом решения, как графический – это одно из необходимых условий успеха. 
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